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Resenje domaceg zadatka

Konstruisati algoritam koji konvertuje prirodan
broj u njegov oktalni zapis. Dokazati korektnost
tog algoritma.

Uputstvo:

Ulazni parametri: prirodan broj n (u dekadnom
zapisu)

Izlazni parametri: niz oktalnih cifara b broja n

Napomena: b[1] je cifra na poziciji najmanje tezine



Resenje domaceg zadatka

* Problem konverzije dekadnog prirodnog broja u
oktalni zapis

* Primer instance problema konverzije dekadnog
prirodnog broja u oktalni zapis:

n = 1463,

» Resenje ove instance: b = [7, 6, 6, 2] (2667,)



Resenje domaceg zadatka

» Opsti pristup:

« Dizajn algoritma saglasan poznatom racunskom
postupku za pretvaranje prirodnog broja u
zapise razlicitih brojnih sistema (binarni, oktalni,
heksadecimalni)

* Postupak dobijanja zapisa - ??




Resenje domaceg zadatka

» Opsti pristup:
« Postupak dobijanja zapisa:

« Uzastopnim deljenjem koliénika bazom brojnog
sistema | zapisivanjem ostatka
— Inicijalno — kolicénik = n
— Kolicnik iz predhodne iteracije je deljenik u
sledecoj
— Ostatak — cifre koje Cine broj u trazenom

brojnom sistemu a koji je ekvivalent datom
prirodnom broju




Resenje domaceg zadatka

 Primer za konkretni brojni sistem:

« Konvertovati (pretvoriti) prirodni broj 1463, u
oktalni ekvivalent

t=n
1463 : 8
t
m = bf{}-§ 182 7 s NajniZa poziciona vrednost (cifra b[1])
'
m= hf2}-§ +b[1}-&’ 22 . (cifra b[2])
j/ 2 6 (cifrab[3])
0 2 (cifra b[4])
* Resenje: n =1463,, = 26674

(poslednje m = b[4]-8% + b[3]-82 + b[2]-8 + b[1]-8°)



Resenje domaceg zadatka

* Diskusija algoritamskog resenja:
« Ulazno-izlazni parametri:

t=n
— N — prirodni broj, b - niz 1463:8
 Pomocne promenjive:
_ t — tekuéa vrednost deljenika 18 7 s N3J0iZa pozicionavrednost cifra b{1])
koji u svakom koraku 2 * 6 (bl
delimo sa bazom (8)
* Inicijalno jednak n 1|6 (cifra b[3])
— m — broj Ciji se oktalni ekvivalent
dobija nakon svakog koraka A iy
» Od dobijenih cifara do tog trenutka m=bj1}&

— 1 —redni broj tekuceg koraka (iteracije)
m= bf2}-8"+b[1]-&



Resenje domaceg zadatka

* Diskusija algoritamskog resenja:
* lterativni algoritam
* AritmetiCke operacije:

— Celobrojno deljenje (/)

— Ostatak pri deljenju (%)



Resenje domaceg zadatka

Algoritam u pseudo kodu:

// Ulaz: prirodan broj n
// Izlaz: niz b - niz oktalnih cifara broja n

algorithm :::]{t_cifre (1)

t=n; /| pocetna vrednost pomocne promenlijive
i=0; /] tekuca iteraciia
while (t > 0) do /] uslov
i=i+1;
b[i] =t % 8; // oktalna cifra dobijena
t=1t/8; // novi kolicnik

return b;



Resenje domaceg zadatka

 Dokaz korektnosti algoritma

1. Izlazni uslov

« Da li algoritam terminira rad, tj. da li Ce u nekom
trenutku biti zadovoljen izlazni uslov while
petlje, tj. t =07

* Nizt,, =t/ 8)e monotono opadajuci niz
prirodnih brojeva, te je po algebarskom principu
minimalnog elementa ogranicen odozdo nulom



Resenje domaceg zadatka

2. Invarijanta petlje

Kako doci do nje (— generalno)?

Imamo neke promenljive cije se vrednosti
menjaju u toku izvrsavanja petlje

— Tekuce vrednosti u pomocne promenljive
ldentifikovati odnos

— Njihov medusobni odnos

— Njihov odnos prema nekim vrednostima koje se ne
menjaju u toku izvrsavanja algoritma

Taj odnos definisati kao uslov Cija se tacnhost ne
menja - invarijanta petlje



Resenje domaceg zadatka

 Dokaz korektnosti algoritma

* U nasem primeru moze se uociti sledeci odnos
koji definiSemo kao invarijanta petlje:

-8 + m=n
t:
1463 : 2
182 7 izlom =b[11EY i, 8+ m=182.8' +7.8° = 1463 = n
F
22 6 ...i=2....m = b[2]-81+b[1]-8°.... 8 +m=22.82 468 +78= 1463 = 1

2 6 .iz3m T h[B}8HB[2] BB e

0 | 2..ich..m = b[A]8+h[3)BHh[2 BHA[L] 8 e



Resenje domaceg zadatka

Dokaz korektnosti algoritma

Baza indukcije: Provera da li je invarijanta taCna
pre prve iteracije

Pomocne promenljive imaju sledece vrednosti:
1=0,t=n1m =0 (ne postoji ni jedna cifra)

Provera tacnosti uslova invarijante:
n-8+0=n
n=n



Resenje domaceg zadatka

Dokaz korektnosti algoritma

Induktivna hipoteza: Predpostavimo da je
Invarijanta petlje tacna nakon iteracije |

Pomocne promenljive u tom trenutku imaju
vrednosti: i #0,tim (b[i] do b[1] )(to je sluCaj
prei + 1 iteracije)
Znacli, vazi tvrdnja

t8 +m=n




Resenje domaceg zadatka

Dokaz korektnosti algoritma

U narednom prolasku kroz petlju (nakon i + 1
iteracije) dobijaju se nove vrednosti

(novo 1) |+ 1

(novu cifru) b[i+1]=t% 8

(novo t) t'=1/8

(novo m) m’=bfi +1]-8 + m =(t % 8)-8 + m
Sada treba za nove vrednosti proveriti da i
invarijanta petlje vazi



Resenje domaceg zadatka

DO
DO

kaz korektnosti algoritma

Kaz da za nove vrednosti pomocnih

oromenljivih - invarijanta petlje i dalje vazi

Treba pokazati:

t-8*1+m’=n

t-8+1+m’=(t/8) -8+ (t % 8)-8 +m =

=8i(8:(t/8) +(t% 8) +m=t8 +m =n

Dakle, dokazali smo daizraz #8 + m = n ne
menja tacnost prolaskom kroz petlju — sto znaci

da

je to invarijanta petlje



Problem maksimalne sume
podniza

Cesto se pojavljuje u raéunarskoj biologiji
prilikom analize DNK ili proteinske sekvence
Interesantan problem zato postoji veliki broj
algoritama koji ga resavaju i razliCite su
efikasnosti

Najsporiji — kvadratni algoritam za reSenje na
bazi definicije problema

Sta smatramo podnizom nekog niza?

Neprekidni podniz nekog niza a — niz koji se
sastoji od nula ili vise uzastopnih elemenata
niza a




Problem maksimalne sume
podniza

Na primer,
a=[2,-1,1,3,-4,-6,7,-2,3, -5]
« Korektni neprekidni podnizovi:
[1, 3, -4, -6, 7] I [-1]
« Nekorektni neprekidni podnizovi:
[2, 1, 3]

« U resavanju problema podrazumevamo da su
podnizovi — neprekidni podnizovi




Problem maksimalne sume
podniza

e Oznake:

 Dati podniz a,, ...... , @ Niza a. Sumu tog podniza
oznacavamo S | predstavlja obican zbir svih
elemenata podnlza

S.i=a+a,++a, —Za

1+1

 Napomena: prazan niz je neprekidni niz svakog
niza — po definiciji: suma praznog niza je
lednaka nuli




Problem maksimalne sume
podniza

* Definisimo problem:

Problem maksimalne sume (neprekidnog) podniza
sastoji se U tome da se odredi najveca suma svih
neprekidnih podnizova datog niza

« Ulazni parametri: niz celih brojeva a1 broj n
(duzina niza)
* |zlazni parametri: ceo broj M (pozitivan ili 0)




Problem maksimalne sume
podniza

Primer instance problema maksimalne sume
podniza:

a=[2-1,1,3,-4,-6 7, -2, 3, -5]

Resenje ove instance: 8 (zbir elemenata
podniza [7, -2, 3])

Napomena: elementi datog niza mogu biti
pozitivni, negativni ili jednaki nuli

Sta je reenje ako su (l) svi elementi pozitivni ili
(11) svi elementi negativni?




Problem maksimalne sume
podniza

Neka je M suma podniza datog niza koji ima
najvecu sumu — resenje problema

Po definiciji problema:

M = max Sij
<i<j)<n
Napomena: Ovaj izraz iskljucuje slucaj da su
svi elementi niza negativni — u tom slucaju
resenje je 0 sto je zbir elemenata praznog
podniza



Problem maksimalne sume
podniza

Diskusija algoritamskog resenja:

Da bi izracunali M po definiciji — treba da
Izracunamo sume svih podnizova datog niza

Svi podnizovi koji pocinju u poziciji 1 datog niza
Svi podnizovi koji pocinju u poziciji 2 datog niza

Svi podnizovi koji pocinju u poziciji n datog niza
Nakon toga, treba odrediti maksimalnu vrednost
svih ovih suma




Problem maksimalne sume
podniza

* Diskusija algoritamskog resenja:
« Koliko je broj takvih podnizova (suma)?
— Podnizovi koji pocinju u poziciji 1 —
ukupan broj n
— Podnizovi koji pocinju u poziciji 2 —
ukupan broj n -1
— Podnizovi koji poc€inju u poziciji n —
ukupan broj 1
« Ukupan broj podnizova:

n+(n-1)+........ +1=n(n+1)/2



Problem maksimalne sume
podniza

* Diskusija algoritamskog resenja:

* Algoritamske korake mozemo reorganizovati bez
uticaja na konacni rezultat

1.Racunamo parcijalne maksimalne sume

— Zasvakoi=1,2,...,nui-tom koraku
izracunavamo maksimalnu parcijalnu sumu
svih podnizova koji pocinju u poziciji i (= b;)
2. Trazimo maksimum od svih dobijenih parcijalnih
maksimalnih suma



Problem maksimalne sume
podniza
* Diskusija algoritamskog resenja:

* Ovo resenje podrazumeva da se najpre izracuna
niz b od n elemenata

b, =max{S;;,S;;1,-..Si, |

1P ~0+10
« Zatim se racuna M na sledeci nacin

M =max{b,b,,...,b,} = max b

1=1,2,...,n



Problem maksimalne sume
podniza

» Algoritam u pseudo kodu:

* Realizacija ovog postupka na pseudo jeziku
sastoji se od dva algoritma

1. Pomocni algoritam (B) koji racuna elemente b
(parcijalne maksimalne sume)

2.Glavni algoritam (koristi prvi algoritam) nalazi
maksimalnu vrednost izmedu svih parcijalnih
maksimalnih suma

— Napomena: Glavni algoritam koristi i pomocni
algoritam max (vidi predhodni domaci zadatak!)



Problem maksimalne sume
podniza

Algoritam u pseudo kodu:

Pomoc¢ni algoritam B — racuna elemente niza b, .
maksimalne parcijalne sume

Ulazni parametri:

— | - indeks elementa niza b koji raCunamo
 ujedno je to | pocetna pozicija podnizova

— a— iz iz koga izdvajamo podnizove

— n —duzina niza a

|zlazni parametar:

— b; — I-ta maksimalna parcijalna suma



Problem maksimalne sume
podniza

» Algoritam u pseudo kodu:

« Pomoc¢ni algoritam B — raCuna elemente niza b, t].

maksimalne parcijalne sume — koristimo svojstvo:
// Ulaz: 1indeks i, niz a, broj elemenata n niza a Si,j = Si,j_1 +a[j]
// Izlaz: element b; niza b
algorithm B(i, a, n)

m= 0; // maksimalna suma podniza od pozicije i
0; // sume SEJ za j=1,...,n

on
il

for j =1 tondo // izracunati SEJ za j=1,...,N
s =15+ al[jl; /S Si,j:"gi,j—l*'ﬂ’j
if (m < s) then // nadena veca suma
m= 8 // azurirati maksimalnu sumu

return m; // vratiti b;



Problem maksimalne sume
podniza

» Algoritam u pseudo kodu:

* Glavni algoritam- racuna maksimalni element
niza b, tj. najvecu maksimalnu parcijalnu sumu

// Ulaz: niz a, broj elemenata n niza a
// Izlaz: maksimalna suma podniza M
algorithm mcss(a, n)

for 1 =1 ton do
b[1] = B(1, a, n);
M = max(b, n);

return M;



Analiza algoritama

 Vreme izvrsavanja pomocnog algoritma B
« Zavisi od:

n (ukupnog broja elemenata niza)

| poCetne pozicije podnizova

S/ Ulaz: indeks i, niz a, broj elemenata n niza a
T(| n) = ) // Izlaz: element b; niza b
’ ] algorithm B(i, a, n)

m= 0; // maksimalna suma podniza od pozicije i
s = 0; /S sume SEJ za j=1,...,N

for j =1 tondo // izracunati Si.j Za j=1,...,1

5 = 85 + E[J], f;{; S!‘:J:Siij_l'Fﬂ-j
if (m < s) then // nadena veca suma
m= s; /S aZurirati maksimalnu sumu

return m; // vratiti b;



Analiza algoritama

Vreme izvrsavanja pomocnog algoritma B

Zavisl od:

n (ukupnog broja elemenata niza)

| poCetne pozicije podnizova

T(ni)=1+1+(n-i+1)(1+2)+1
=343n-1+1)
=3n-1+2).

algorithm B(i, a, n)

m=0; // maks:
s = 0; // sume

for j = 1 to n do
s =35+ al[jl;
if (m < s) then
m=S;

return m; // vrat:



Analiza algoritama

* Vreme izvrsavanja pomocnog algoritma max

// Ulaz: niz a, broj elemenatan niza a
// Izlaz: }fﬁdﬂﬂst n&jvecgﬂ elementa niza a

St Ay Bttt A

algorithmmax(a, n)

m=al[l]; // najveci element nadjen do sada
j=1; // indeks najveceg elementa
i=2;
while (i <= n) do
if (m < a[i]) then // nadjen veci element od
// privremenoc najveceq
m = alil; /I zapanti veci broj
= i; // i njegov indeks
i=1i+1; // predji na sledeci element

return a[j]: // vrati vrednost najveceg elementa

e e Wt A R Bt A R A b



Analiza algoritama

* Vreme izvrsavanja pomocnog algoritma max

// Ulaz: niz a, broj elemenatan niza a
// Izlaz: vrednost najveceq elementa niza a
algorithm max(a, n)

m= al[l]; // najveci element nadjen do sada
i = 1; // indeks najveceg elementa
i=2;
while E$ <= n) do
if (m < a[i]) then // nadjen veci element od
// privremenc najveceq
m = alil; // zapamti veci bro]
3 = 1 // i niegov indeks
i=13i+1; // predji na sledeci element
return al[jl: // wvrati vrednost najveceq glementa

Tn)=1+1+1+(n-1}{3+1)+1=4+4(n-1)=4n.



Analiza algoritama

 Vreme izvrsavanja algoritma mcss
« Znamo vreme izvrsavanja algoritama B | max

algorithm mcss(a, n)
for 1 =1 to n do
b[1] = B(1, a, n);
M = max(b, n);

return M:



Analiza algoritama

 Vreme izvrsavanja algoritma mcss
« Znamo vreme izvrsavanja algoritama B | max

T(n)

(3(n—i+2)+1)+(4n +1)+1 algorithm mess(a, n)
i=1
for1=1tondo
b[1] = B(z, a, n);
M = max(b, n):

3n (n=i)+7n+4n+2
=1

(n-1)n
3 > +11n+2

return M;

=1.5n*+9.5n+2.
Dakle, dobijeni algoritam pripada kategoriji kvadratnih algoritama




Problem maksimalne sume
podniza

Poboljsanje ovog algoritma
Zelieni maksimum M elemenata b,
Izracunavamo “u hodu”

Umesto da prvo nademo sve elemente skupa b —
koristimo tehniku privremenog maksimuma

Ne treba nam poseban niz b — usteda
memorijskog prostora

Ovaj postupak mozemo dalje poboljsati ukoliko
odredujemo privremeni maksimum od S;; a ne od
b..



Problem maksimalne sume
podniza

* Poboljsanje ovog algoritma — pseudo kod:

// Ulaz: niz a, broj elemenata n niza a
// Izlaz: maksimalna suma podniza M
algorithm mess(a, n)

M=10; // maksimalna suma podniza
for1=1tondo // izracunati b; za i=1,...,n
g =0
for =1 tondo // izracunati Stj Za J=1,..,0
s=s+aljl; //8;j=8ij-1+q;
if (M < s) then
M= s;

return M;



Domaci zadatak

Pokazati da ova poboljsana varijanta nije nista
brza od prvobitne — naime i1 poboljsana verzija
pripada kategoriji kvadratnih algoritama.



