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Asimptotska notaclja

 Asimptotska notacija omogucava upravo da se

na precizan nacin uvede relativni poredak za
funkcije

« Notacija ima cetiri oblika:
- O-zapis (veliko 0)
— f(2-zapis (veliko omega)
— @-zapis (veliko teta)
- 0-zapis (malo o)
« U praksi se najcesce koristi O-zapis




Asimptotska notaclja

Asimptotska notacija

Intuitivho znacenje

f(n) = O(g(n)) f<g
f(n) =€(g(n)) f>g
f(n) =©(g(n)) f~g
f(n) = o(g(n)) F<g




O-zapis

« Definicija. Za dve nenegativne funkcije f i g
f(n) = O(g(n)) ako dc. ng, YN > ng, f(n) < c -g(n)

O-zapis oznaCava da funkcija g(n) predstavlja asimptotsku gornju granicu

za funkciju f(n)



O-zapis

Interpretacija u kontekstu vremena izvrsavanja
algoritma

Neka funkcija T(n) predstavlja — vreme
izvrsavanja nekog algoritma

Neka je g(n) = n?

Ukoliko uspemo da pokazemo da je T(n) = O(g(n))
- pokazali smo zapravo (zanemarujuci konstante)
da je vreme izvrsavanja algoritma sigurno
ograniceno kvadratnom funkcijom

O-zapisom se dobija samo gornja granica
vremena izvrsavanja




O-zapis

« Kako pokazatidaje T(n) = O(g(n))?

ili, uopsteno

 Kako nac¢i dominirajucu funkciju (g(n)) za dato
T(n)?

Dva nacina:

A.Mozemo koristiti formalnu definiciju O-zapisa

— Postupak ubrzati koriscenjem opstih osobina O-
zapisa

B.Primena pravila limesa




O-zapis

* Koriscenje formalne definicije O-zapisa

« Dakle, treba naci konkretne vrednostizac >01n,
takve da zadovoljavaju relaciju:

T(n) = cg(n) za svako n zn,




O-zapis
« Kako pokazatidaje T(n) = O(g(n))?
Primer: za bubble-sort T(n) = n* —n + 1

N-n+t1<n?+1<n?+n?=2n

= P -n+1<2n°
= T(n)=0(n*).ng=1.c=2



O-zapis

lli uopsteno:

Tvrdnja:
|zrazi manjeg reda u polinomskom zbiru nisu vazni

i,
Ako se funkcija vremena izvrsavanja algoritma moze
predstaviti u obliku polinomskog zbira,

T(n) =ank +a,nkt+...+an+a,

tada je,
T(n) = O(n¥)



O-zapis

Dokaz:
Neka je n,=11c Je zbir svih pozitivnih
koeficijenata a,, a4, ...... ,

zasvakoir £kin=21

T(n}—Zq# => i+ an < ai _st =iy a=cr

it »l) ;<[] ct, »l) it =[] \ ;=[]
—

o o Svako ni zamenimo sa nk
I'(n)= O(., n| nk — najveéi stepen



O-zapis

* Prakticni postupak dobijanja dominirajuce
funkcije moze se znatno ubrzati ukoliko se
Iskoriste opste osobine O-zapisa:

1. Dominantni term je najvazniji
* Ako Je T(n) =f(n) + g(n) 1g(n) = O(f(n))
= T(n) = O(f(n)) X

f(n) je dominirajuéa u odnosu na g(n)

Na primer: n*>—n-+1=0(n?



O-zapis

2. Konstantni faktori nisu vazni

« Dakle, vazi T(n) = O(cT(n)) za svaku pozitivhu
konstantuc >0

Na primer: 2n* = O(n*)



O-zapis

« Takode vaze i sledeca svojstva:

» Pravilo zbira:

O(f(n) + g(n)) = O(f(n)) + O(g(n))
» Pravilo proizvoda:

O(f(n)-g(n)) = O(f(n)) - O(g(n))
» Pravilo tranzitivhosti:

r(n) = O(f(n)), 1(n) = O(g(n)) =
r(n)=0(g(n))



H

H

O-zapis - Primeri

T'(n)=3n+17logn
T'(n)=0(n)+O(logn) log(n)=O(n)

= O(I?) \

1. Zanemarivanje konstanti
2. Pravilo o dominantnom c¢lanu

T(n)=2n+6n°

T(n)=0(n)+0(n") n=0(n")

=0(n’) \ \

1. Zanemarivanje\konstanti
2. Pravilo o dominantnom c¢lanu



O-zapis - Primeri
lli u opstem slucaju:
I'(n)=Ty(n)+ T>(n).

T1(n) = 0(f(n), Ta(n) =0(g(n)) i gln) = O(f(n))
T(n) =7
Postoje konstante n1,n2, n3, c1, c2, c3
(i) ako n=m,tada T7(n) < ¢, f(n);
(ii) ako n = ny, tada Tz(n) < c28(n);

(iii) ako n= n3, tada g(n) < c3f(n).



O-zapis - Primeri
Neka je ng = max{n,, n, n3j
(1), (ii) 1 (iii) vazi za n = ny.

T(n)=T(n)+ T2(n)
< ¢ f(n)+c2g(n)
< ¢ f(n)+cc3f(n)
= () + ¢2¢3) f(n)
=cf(n).

T(n) = O(f(n)).



Ostale notacije - Definiclje

» Veliko-Omega
f(n) = Q(g(n)) ako dc. ng, Yn > ng, f(n) > ¢ - g(n)

» Veliko-Teta
f(n) = ©(9g(n)) ako f(n) = O(g(n)), f(n) = (g (n))

» Malo-o
_ o 1)
f(n) = o(g(n)) ako nlm an 0



Asimptotska notaclja

 Ne mora se uvek polaziti od formalne definicije
kako bi se pokazalo da data funkcija zadovoljava
neku asimptotsku granicu

* Postoji drugi nac¢in — pomocu granicnih vrednosti
Teorema (Pravilo limesa):

er;gl;((% =c¢ >0=1(n)=0(g(n))
er;gl;((% =c¢ > 0=1f(n)= 0O(g(n))
F(n)

n“—mﬁ 7 0= f(n) =Q(g(n))



Asimptotska notaclja

Pravilo limesa

Skoro uvek lakse primeniti nego formalnu
definiciju

Moze se primenjivati u skoro svim prakticnim
primerima funkcija vremena izvrsavanja

lzuzeci su funkcije koje nemaju granicnu
vrednost (na primer, f(n) = nsinn)



NZD problem

* Ovaj problem smo vec¢ resavali na nivou dizajna
algoritma

* Dosli smo do algoritma (mada neefikasnog) koji
resava ovaj problem — gcd(Xx, y)

« Ostali smo duzni analize vremena izvrsavanja
ovog algoritma — kako bi ga uporedili sa
efikasnijim algoritmom (Euklidov algoritam)



NZD problem

Analiza vremena izvrsavanja gcd algoritma

| o ) | ~// Ulaz: pozitivai cell brojevi x 1 y
« Proporcionalno broju iteracija while petlje // Tnlaz: md(x)

* Ostele naredbe za konstantno vreme algorithm ged(x, v)
« Broj iteracija?
— Zavisi od ulaznih brojeva x i y d = min{x,y};
— Naijbolji slu€aj: x =y, broj iteracija=0 while ((x %

d!=0) || (y%d!=0))do
— Ako je x #y, broj iteracija=min(x,y) - 1 d=d-1
— Najgori slu€aj: x 1 y se razlikuju za 1

return d;

« Zakljucak: vreme izvrSavanja algoritma gcd je
proporcionalno (linearno) manjem od dva broja




NZD problem

Kljucno pitanje: Da li to znaci da je ovaj
algoritam brz?
Odgovor je negativan!

Ova kontroverza proistiCe iz kljucnog pitanja za
analizu aritmetickih algoritama:

Sta je velié¢ina ulaza za ovaj algoritam?

Kako smo do sada shvatali veliCinu ulaza nekog
algoritma — odgovor je 2!

Zakljucak. pogresno shvatanje veliCine ulaza
za algoritme ovoga tipa



NZD problem

« Cinjenica koju ne smemo zanemariti:

* Ako algoritam gcd primenimo na brojeve X 1y koji
Imaju preko 200 cifara — ne mozemo ocekivati
da se osnovne aritmeticke operacije nad njima
mogu izvrsiti za jednu vremensku jedinicu




NZD problem

« U gcd algoritmu to su operacije:
— Dodele // Ulaz: pozitivni celi brojevi x 1 y

— Racunanja po modulu  // Izlaz: nud(x,y)
— Oduzimanja algorithm ged(x, y)

d = min{x,y};
while ((x%d !=0) || (y%d !=0)) do
d=d-1,

return d;

* Vreme izvrsavanja algoritama koji realizuju ove
operacije zavisi od broja cifara operanada



NZD problem

 Mozemo zakljuciti:
 Prava mera velicine ulaza aritmetickih

algoritama jednaka |e zbiru broja cifara (tacnije,
broja bitova u binarnom zapisu)

« Sam broj ulaznih parametara nije dobra mera

— Broj ulaznih podataka je konstantan (2) — sto
navodi na zakljuCak da je vreme izvrSavanja isto
bez obzira koje brojeve naveli kao ulazne

— To je pogresan zakljuCak — jer smo zanemarili
slozenost operacija nad velikim brojevima




NZD problem

Primenimo ovaj pristup u analizi gcd algoritma
n, — broj bitova binarnog zapisa broja x

n, — broj bitova binarnog zapisa broja y

Mera veliCine ulaza- n=n;+n,

Sada, zavisno od ove prave mere veliCine ulaza
za algoritam gcd — mozemo oceniti njegovo
vreme izvrsavanja u najgorem slucaju



NZD problem

« Racun baziramo na pravilu:
broj bitova binarnog zapisa svakog pozitivhog celog
broja a = UﬂgaJH
Prema tome, broj bitova: n, =logx | n, = logy
il
x=2" | y=2m
U najgorem slucaju,y =x -1 = n,=n, =n/2



NZD problem

« Kako je vreme izvrsavanja (T(n))
proporcionalno vrednosti manjeg od dva
ulazna broja

— Ako zanemarimo slozenost izvrsavanja

aritmetiCkih operacija

T(n)=0(y)=0(2") :Q(z%)

 To pokazuje da se algoritam izvrsava za

e
S
S

Ksponencijalno vreme | time beskoristan u
ucaju velikih brojeva od 100-200 cifara (Sto je

ucaj npr. u kriptografiji)



Euklidov algoritam

 Teorema (Euklid). Ako su x 1y pozitivni celi
brojevi takvi da je x 2y, onda je
nzd(Xx, y) = nzd(y, x%y)

* Posledica: svaki pozitivan ceo broj deli O bez
ostatka, t.).

nzd(x, 0) = x

 NZD dva broja se lako moze dobiti uzastopnim
ponavljanjem jednakosti iz Euklidove teoreme



Euklidov algoritam

. Primeri nzd(x, y) = nzd(y, x%y)
nzd(1055,15) = nzd(15,5) = nzd(5,0) = 5

nzd(400,24) = nzd(24,16) = nzd(16,8) = nzd(8,0) = 8
nzd(34,17) = nzd(17,0) = 17

Euklidov postupak — dati par brojeva se
fransformise u niz parova

— Prvi broj u paru — jednak drugom u prethodnom paru

— Drugi broj u paru — jednak ostatku deljenja prvog sa
drugim iz prethodnog para

(g, 30) = Loy, y) = (g, yp) =+ = Ut ) = (s = HZd(I~y]:ym+l =0)



Euklidov algoritam

* Algoritam (iterativnho resenje)

// Ulaz:

celi brojevi X 1 y takvi da x>y >0

// Izlaz: nzd(x,y)
algorithm euclidl(x, v)

while (v > 0) do

Z=X%YV;

X = V;

V = Z;
return Xx;

T(n) = O(n3)



Euklidov algoritam

 Analiza vremena izvrsavanja Euklidovoq alqgoritma

 Lema. Ako je x 2y >0, onda je X%y < x/2

(g, 30) = Loy, y) = (g, yp) =+ = Ut ) = (s = HZd(I~y]:ym+l =0)

* (X,y;) — par brojeva (promenljive x 1y u while
petlji) nakon i-te iteracije
 m - ukupan broj iteracija while petlje




Euklidov algoritam

 Analiza vremena izvrsavanja Euklidovoq alqgoritma

* Nakon prve iteracije, Xx; =y, 1Y, = X,%Y,, Na
osnovu Leme:
X1°Y1 = Yo (XYY o) < Xg'Yo/2
* Nakon druge iteracije, X, =y, 1y, = X,%Y,, ha
osnovu Leme:

Xo Yo = Y1:(X,%Y 1) < Xq7Y1/2 < XYl 27



Euklidov algoritam

 Analiza vremena izvrsavanja Euklidovoq alqgoritma

« Poredtoga, X,y 21

Xm'VYm = Xm-1" X1 %Y m-1) < Xim1'Ym-a/2 < Xgyol2™

Ako spojimo ove dve nejednakosti - xy/2Mm > 1

m <logxy =logx +logy <n; +n,=n
Broj iteracija: m = O(n)
Operacija izraCcunavanja ostatka (“najskuplja
operacija”’) = O(n?) = T(n) = O(n)O(n?) = O(n3)



