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Rekurzivni algoritmi - Uvod

« Pristup koji se najednostavnije moze objasniti —
do resenja se dolazi u postupku “od opsteg ka
pojedinacnom’’.

1.Dati problem se najpre podeli u vise manjih
potproblema

2.Zatim se nezavisno resava svaki od tih
potproblema

3. Kombinovanjem njihovih resenja se dolazi do
resenja polaznog problema




Rekurzivni algoritmi - Uvod

« 1. korak:
1.Manji potproblemi moraju biti slicni polaznom
problemu (logicki isti - samo jednostavniji!)
2.Postupak deljenja u manje potprobleme mora:
« Zavrsiti se posle konacno mnogo koraka

« Na kraju dobiti trivijalni potproblem — Cije se resenje
moze neposredno dobiti bez daljeg deljenja

e Dakle,

« Rekurzivni pristup u resavanju problema se
zasniva na visestrukoj (rekurzivnoj) primeni
IStog postupka




Rekurzivni algoritmi - Uvod

« Slozeni problemi — Rekurzivni nacin reSavanja

« Rekurzivni nacCin resavanje problema u
programiranju je vrlo vazan i efikasan metod za
resavanje takvih problema

e Takvi problemi se mogu prirodnije |
Jednostavnije resiti primenom rekurzije nego
iterativnim putem




Rekurzivni algoritmi - Uvod

Rekurzivno reSavanje problema — zahteva
drugaciji pristup u nacinu programiranja
“rekurzivno razmisljanje”

llustrovacemo ga kroz vise reprezentativnih
primera
Analiza rekurzivnih algoritama

* Ne sastoji se od pukog prebrojavanja jediniCnih

Instrukcija

« Zasniva se na resavanju tzv. rekurentne
jednacine




Rekurzivni vs lterativni

e lterativni algoritam: ponavljanje nekog
postupka vise puta
1. Postupak koji se ponavlja navodi se u formi tela
petlje
2. Broj ponavljanje se kontrolise izlaznim uslovom
petlje
 Rekurzivni algoritam: ponavljanje nekog
postupka vise puta
1. Postupak koji se ponavlja je sam algoritam

2. Broj ponavljanje se kontroliSse naredbom grananja u
rekurzivhom algoritmu




Rekurzivni vs lterativni

« Svaki problem koji se moze resiti rekurzivno
moze se resiti | iterativno, kao 1 obrnuto

* Napomena:

« Postupak koji se ponavlja u rekurzivnom
algoritmu — ne mora biti identican postupku koji
se ponavlja u iterativnom algoritmu




Rekurzivni vs lterativni

Primer: |zraCunavanje stepena x", gde je x neki
realan broj razliCit od nule i n 2 0 ceo broj

Iterativno resenje za x":

Postupak - sastoji se od uzastopnog mnozenja
broja x sa parcijalno izracunatim stepenima
x'zai=0,1,...,n-1

Algoritam — powerl koristi for- petlju radi
realizacije ovog postupka




Rekurzivni vs lterativni

« Algoritam — powerl.:

// Ulaz: realan broj x, ceo broj n=0
// Izlaz: broj x"

algorithm power(x, n)

return vy;



Rekurzivni vs lterativni

Rekurzivno resenje za x":
Postupak —

UoCimo da je za stepen n = 0 rezultat je uvek 1,
. x0=1

Za stepen n > 0, rezultat dobijamo tako sto x
pomnozimo sa (n-1)-im stepenom broja X,

xn:x.x.....x
— —~ -

n = power(x,n)
x . x . s ew = x
-

M-

i

n—1 =power(x,n-1)

Algoritam — power



Rekurzivni vs lterativni

Rekurzivno resenje za x".
|lzraCunavanje se podeli u dva slucaja:
Bazni sluc¢aj. ako je n = 0, tada je power(x,0) = 1

Opsti slucaj: a
power

kojen #0, onda je
(x,n) = x*power (X, n-1)

Rekurzivna definicija power:

power (X,n) =+

(

1, akojen=0

X- power (x,n-1), akojen=0



Rekurzivni vs lterativni

* Algoritam — power:

// Ulaz: realan broj x, ceo broj n=10
// Izlaz: broj x"
algorithm power(x, n)

if (n == @) then
return 1;
else
return x * power(x,n-1);



Rekurzivni algoritmi

* Rekurzivni algoritam je algoritam koji poziva
sam sebe — taj poziv moze biti:

« Direktan — ukoliko se u njegovoj definiciji nalazi
poziv samog algoritma koji se definise (kao
recimo power)

* Indirektan - ukoliko se u njegovoj definiciji
nalazi poziv drugog algoritma koji pak sa svoje
strane poziva polazni algoritam koji se definiSe




Rekurzivni algoritmi

Mehanizam pozivanja rekurzivnih algoritama:

Ne razlikuje se od standardnog mehanizma za
obicne algoritme

. Argumenti u pozivu se dodeljuju formalnim

ulaznim parametrima algoritma
Zatim se izvrsava telo algoritma

Sta je vazno ovde primetiti $to se ti¢e pozivanja
rekurzivnog algoritma?




Rekurzivni algoritmi

* Poziv rekurzivnog algoritma — generise lanac
poziva istog algoritma sa razlicitim ulaznim

parametrima koji definisu tekuci potproblem

« Lanac se prekida kad se dode do trivijalnog

notproblema — Cije je resenje ocCigledno
Primer: power(1.5,3) — 3.75

7N N N

puwertl.S,SJ/

puwertl.ﬂ,?!/

power(1.5,1)

power(1.5,0)

return 1.5%power(1.5,2)

ﬂ'.-n-
375

return 1.5%power(1.5,1)

'“,."'_
25

&

return 1.5%power(1.5,0)

return 1

\ %

e

N .

\v

N

N




Rekurzivni algoritmi

Rekurzivni algoritmi resavaju problem njegovim
svodenjem na slican, prostiji, problem

Algoritam power:
Problem izraCunavanja n-tog stepena nekog

broj
ste

Dalj

a svodi na problem izraCcunavanja (n-1)-og
nena istog broja (koji |e prostiji)

e, problem izraCunavanja (n-1)-og stepena

nekog broja svodi na problem izraCunavanja
(n-2)-0g stepena istog broja (koji je prostiji)




Rekurzivni algoritmi

Bez kontrole — ovaj postupak uprosc¢avanja
polaznog problema bi doveo do beskonacnog
lanca poziva (slicno beskonacnoj petlji u
iterativnim algoritmima)

Bazni slucaj — problem u najprostijem obliku koji

prekida lanac poziva
Resenje ovog problema se unapred zna
U slucaju algoritma power —to je slucajzan =0



Rekurzivni Euklidov algoritam

* Podsetimo se Euklidove teoreme:
 Teorema (Euklid). Ako su x 1y pozitivni celi
brojevi takvi da je x 2 y, onda je
nzd(x, y) = nzd(y, x%y)
* Posledica: svaki pozitivan ceo broj deli O bez
ostatka, t.).

nzd(x, 0) =X



Rekurzivni Euklidov algoritam

* lterativni algoritam (A):
* Primer: nzd(x, ), x2 y> 0 celi brojevi
 d=nzd(x, y) ako

1.d je zajednicki delilac za x 1y (d deli oba broja x
| y bez ostatka)

2.d Je najveci zajednicki delilac za x 1 y
« nzd(30,12)="7



Rekurzivni Euklidov algoritam

* lterativni algoritam (A):
 Primer: nzd(30, 12) = ?

—delioci za 30: {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}
—delioci za12: {1, 2, 3, 4, 6, 12}

— zajednicki delioci za 301 12: {1, 2, 3, 6}
— najveci zajednicki delioc - 6

- nzd(30, 12) =6



Rekurzivni Euklidov algoritam

* lterativni algoritam (A):
 |deja: poCinjuCi od manjeg broja, proveravati

sve manje brojeve dok se ne pronade nzd

// Ulaz: pozitivni celi brojevi x 1 y, x>y
// Izlaz: nzd(x,y)
algorithm nzd(x, y)

d =y;
while ((x % d !'=0) || (y % d !=0)) do
d=d-1;

return d;



Rekurzivni Euklidov algoritam

Iterativni algoritam (A):
Diskusija resenja (A):

nzd(12378, 3054) = ?

Brojevi koji se proveravaju da li su delioci oba
broja 12378 1 3054

3054, 3053, 3052, 3051, ...,7,6
nzd (12378, 3054) = 6



Rekurzivni Euklidov algoritam

* lterativni algoritam (B):
« Zasniva se na tvrdnji Teoreme:
nzd(x, y) = nzd(y, x%y)

. nzd(12378, 3054) = ?



Rekurzivni Euklidov algoritam

_ : _ algorithm euclidl(x, v)
* lterativni algoritam (B):

 Resenje (B): while (y > 0) do
Z=XhYV;
nzd(x, y) = nzd(y, x%y)  x=y
12378, 3054 V= Z;

12378, 3054, 162 (12378 % 3054 = 162)
12378, 3054, 162, 138 (3054 % 162 = 138)
12378, 3054, 162, 138, 24 (162 % 138 = 24)
12378, 3054, 162, 138, 24, 18 (138 % 24 = 18)
12378, 3054, 162, 138, 24, 18, 6 (24 % 18 = 6)
12378, 3054, 162, 138, 24, 18, 6, 0 (18 % 6 = 0)
= nzd(12378, 3054) = 6

return X;



Rekurzivni Euklidov algoritam

L : algorithm euclidl(x, v)
 lterativni algoritam: y !

X Y while (v > 0) do
12378, 3054 Z=x%y:
12378, 3054, 162 (12378 % 3054 = 162) V= z:

X\ Y
12378, 3054, 162, 138 (3054 % 162 = 138)  peturn x:
Xy

12378, 3054, 162, 138, 24 (162 % 138 = 24)

12378, 3054, 162, 138, 24, 18 (138 % 24 = 18)

12378, 3054, 162, 138, 24, 18, 6 (24 % 18 = 6)
X\ Y

12378, 3054, 162, 138, 24, 18, 6, 0 (18 % 6 = 0)

= nzd(12378, 3054) = 6



Rekurzivni Euklidov algoritam

* Rekurzivno resenje:

. Nnzd(12378, 3054) = ?

* Resenje:
« Zasniva se naistoj tvrdnji (Euklidova teorema)




Rekurzivni Euklidov algoritam

Rekurzivni algoritam:
|lzraCunavanje se podeli u dva slucaja:
Bazni sluc¢aj. ako je x%y = 0, tada je nzd(x,y) =V

Opsti slucaj: ako je x%y # 0, onda je

nzd(x,y) = nzd(y, x%y)
Rekurzivna definicija NZD:

-

Y, ako Je X%y =0

nzd (X, Y) ~ inzd (y, X%y), ako je x%y #0




Rekurzivni Euklidov algoritam

* Rekurzivno resenje:

* Resenje:
12378, 3054
12378, 3054, 162 (12378 % 3054 = 162)
12378, 3054, 162, 138 (3054 % 162 = 138)
12378, 3054, 162, 138, 24 (162 % 138 = 24)
12378, 3054, 162, 138, 24, 18 (138 % 24 = 18)
12378, 3054, 162, 138, 24, 18, 6 (24 % 18 = 6)

=

= nzd(12378, 3054) = 6 Bazni sluéajl




Rekurzivni Euklidov algoritam

Rekurzivni algoritam:

Postupak nije beskonacan, jer se u sledecem
koraku uvek dobija broj (ostatak) koji je striktno
manji od prethodnog broja (delioca)

Pitanje:
Zasto zajednicki delilac za x 1y deli | X%y bez
ostatka?




Rekurzivni Euklidov algoritam

* Rekurzivni algoritam:

« ZaSto zajednicki delilac za x i y deli | X%y bez
ostatka?

X predstavljen pomocu rezultata deljenja i ostatka

deljenjasay:
x =y |x/yl+ x%y
d bilo koji ceo broj koji deli x 1 y bez ostatka:

x _y-lx/yl | x%y
d d = d




Rekurzivni Euklidov algoritam

 Rekurzivni Euklidov algoritam za
izracunavanje nzd(x, y).

// Ulaz: pozitivni celi brojevi x i y, x>y
// Izlaz: nzd(x,y)
algorithm nzd(x, y)

if (x %y == 0) then
return y;

else
return nzd(y,x % y);



Rekurzivni algoritam - Primer
* Primer: indeks najveceg elementa niza

// Ulaz: niz a, njegov broj elemenata n
// Izlaz: indeks najveceg elementa niza a
algorithm max(a, n)




Rekurzivni algoritam - Primer

* Primer: indeks najveceg elementa niza

// Ulaz: niz a, njegov broj elemenata n
// Izlaz: indeks najveceg elementa niza a
algorithm max(a, n)

if (n == 1) then // bazni slucaj
return 1;
else // opsti slucaj
i = max(a, n-1);
if (a[i] < a[n]) then
return n;
else
return 1;



Rekurzivni algoritmi - Primer

* Poziv rekurzivnog algoritma — generise lanac poziva
Istog algoritma sa razlicitim ulaznim parametrima Koji
definisu tekuci potproblem

« Lanac se prekida kad se dode do trivijalnog potproblema

a = (ay, ay, a3, ay, as)

N N 0N Y

max(a,5) max(a,4) max(a,3) max(a,2) max(a,1)
i= i= i= i=1 return 1
if(a[i] < a[5]) then | if(a[i] < a[4]) then | if(a[i] < a[3]) then | if(a[1] {%‘/
return5 //n return4 //n return 3 //n return 2
else else else else
returni //i returni //i returni //i return1 //i

\ A A

Lili2ili 3ili 4

Lili2ili3

1ili2

algorithm max(a, n)

if (n == 1) then // bazni
return 1;
else // opsti
i = max(a, n-1);
if (a[i] < a[n]) then
return n;
else
return i;



Rekurzivni algoritam - Primer

Primer: Fibonacijev niz brojeva

Ima brojne primene u umetnosti, matematici |
racunarstvu

Prva dva broja Fibonacijevog niza brojeva su 1 i
1

Svaki sledeci broj u nizu se dobija kao zbir
orethodna dva broja niza

Prema tome, pocCetni deo Fibonacijevog niza
orojeva je:
1,1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ......




Rekurzivni algoritam - Primer

 lterativni algoritam:

« Algoritam koji izracunava n-ti broj
Fibonacijevoq niza

« Da bi se izraCunao n-ti broj FibonacCijevog niza

1.Moze se poceti od prva dva broja tog niza

2. Zatim primeniti iterativni postupak u kojem se u
svakom koraku izraCunava naredni broj u nizu
dok se ne dobije trazeni n-ti broj




Rekurzivni algoritam - Primer

 lterativni algoritam:

 Algoritam koji izracunava n-ti bro|
Fibonacijevog niza

 |deja: koriste se tri promenljive koje u svakom
iterativnom koraku sadrze:

1.Prethodna dva broja niza (promenljive x 1 y)

2.Naredni broj niza (promenljiva z)

« Ulaz.n=21
 |zlaz: n-ti broj FibonacCijevog niza (promenljiva z)



Rekurzivni algoritam - Primer

 lterativni algoritam:




Rekurzivni algoritam - Primer

* Rekurzivni algoritam:

* Ako brojeve FibonacCijevog niza oznacimo sa
ET PYR FYRR

« Rekurzivna definicija za n-ti broj Fibonacijevog
niza:

f=1f,=1
f=f  +f ., n>2



Rekurzivni algoritam - Primer

* Rekurzivni algoritam:

// Ulaz: nz1
// Izlaz: n-ti broj Fibonacijevog niza
algorithm fib2(n)

if (n <= 2) then // bazni slucaj
return 1;

else // opsti slucaj
return fib(n-1) + fib(n-2);



