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Problem sortiranja niza

* Vracamo se problemu koji smo vec resavali —
sortiranje niza




Problem sortiranja niza

Podsetimo se kako smo definisali problem:

Dat je niz neuredenih brojeva - treba preurediti
orojeve tog niza tako da oni obrazuju rastu€i niz

Ulaz: Dat je niz a od n elemenata a,, a,, . . ., a,

Zadatak: Na¢i permutaciju svih indeksa
elemenata niza iy, I,, . . ., I, tako da novi prvi
element a;;, novi drugi element a,, | tako dalje,
novi n-ti element a,, U nizu zadovoljavaju uslov

a <a <---Za
I I Ly




Algoritmi za sortiranje niza

* Vracamo se problemu koji smo vec resavali —
sortiranje niza

. Sortiranje zamenjivanjem (bubble-sort)

|. Sortiranje umetanjem (insert-sort)
Il.Sortiranje izborom (select-sort)

* |terativni algoritmi

« Kvadratni algoritmi - T(n) = O(n?)

* Posoje li efikasniji algoritmi koji reSavaju ovaj
problem?




Merge-sort

Sortiranje objedinjavanjem (merge-sort)

lzvorno smo problem sortiranja definisali za
nizove brojeva

Isti problem mozemo postaviti | za listu brojeva
Implementirane pomocu jednostruko povezane
liste

(Ponoviti strukture podataka niz | povezana lista!)

— Predavanje — lista brojeva implementirana pomocu
niza

— Knjiga - lista brojeva implementirana pomocu
jednostruko povezane liste




Merge-sort

 TipiCan primer algoritma tipa “podeli-pa-viadaj”
* Ideja (tri koraka)

1.Podeliti dati niz u dve polovine (otprilike po n/2
elemenata u svakoj)

2.Sortirati (rekurzivno) obe polovine nezavisno
3.0Dbjediniti sortirane polovine u ceo sortiran niz




Merge-sort

« |li graficki,
 ldeja (tri koraka)

1. nesoitirano
2. sortirano sortirano

sortirano

&



Merge-sort

 |li kroz primer,

Datje nizz a=[8,9,2,1,3,6,2,1,7]

1. Podeliti niz u dve polovine (levu | desnu)
al — [81 91 21 11 3]’ aZ = 6’ 2’ 1’ 7]

2. Sortirati (rekurzivno) obe polovine nezavisno
a; =[1,2,3,8,9],a, =11, 2,6, 7]

3. Objediniti sortirane polovine u ceo sortiran niz
a=[1,1,22,3,6,7,8, 9]




Postupak objedinjavanja

« U okviru ideje za reSavanje problema moze se
uociti jedan pomocni postupak —
objedinjavanje (merge) dva sortirana niza u
jedan sortirani niz

* Prvo ¢cemo analizirati i algoritamski resiti ovaj
pomocni postupak



Postupak objedinjavanja

 Objedinjavanje (merge) dva sortirana niza u
jedan sortirani niz

* Primer:
aq %
6 115186199 O]l 4 |35|58]|86
b

0|4]6|15[35[58]|86]86][99




Postupak objedinjavanja
Jednostavno resenje objedinjavanja:

Oba niza se paralelno ispituju od pocCetka do
kraja

U svakom koraku uporeduju se tekuci elementi
oba niza

I.  Bira se manji element od njih
Iil. AKo su oba ista — uzima se bilo ko
lzabrani element je naredni element u
objedinjenom nizu




Postupak objedinjavanja

« Jednostavno resenje demonstracija:

Poc¢etna pozicija:

aq ) a1 a;
6115186199| [0 4]35]58]86 6 15/86[99] |o|4]|35]58]86
VG
b b

0
A
a a 1
1 2 a a,
;15 86 ]9 0 4315 28| 86 6 |15]86]99 0] 4 355886
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Postupak objedinjavanja

« Jednostavno resenje demonstracija:

| na kraju:
a, a, a; az
6 |15|86]99 0|4 |35]|58]86 6 | 15|86 |99 0| 4 |35|58]86
—>
b b
o]4]6]15]35[58]s6 0| 4|6 |15]|35]|58]|86]86
al a‘Z
6 15 | 86 | 99 (0) 4 35| 58| 86




Postupak objedinjavanja

* Detaljniji opis Jednog koraka u postupku
objedinjavanja (merge) dva sortirana niza u jedan
sortirani niz:

1 [ ny 1 ] iy
a, a,

ny; +n,




Postupak objedinjavanja

 Algoritam

Nakon ove detaljne analize postupka za
resavanje problema objedinjavanja dva sortirana
niza u jedan sortirani niz — mozemo Kkreirati
odgovarajuci algoritam u pseudo-kodu:



Postupak objedinjavanja

 Algoritam

// Ulaz: dva sortirana niza al i a2 duzine nl i n2
// Izlaz: objedinjeni nizovi al i a2 u sortiran niz b
algorithm merge(al, nl, a2, n2)
i=1; j=1; k = 1; // indeksi nizova al, a2 i b
while ((i <= nl) & & (j <= n2)) do
if (al[i] < a2[j]) then
b[k] = al[i]; 1 = 1 + 1;
else
b[k] = a2[j]; j =3 + 1;
k = k + 1;
while (i <= nl) do
b[k] = al[i]; 1 =1+ 1; k = k + 1;
while (j <= n2) do
b[k] = a2[j]; 1 =3 +1; k

k + 1;

return b;



Postupak objedinjavanja

 Algoritam

* Analiza vremena izvrsavanja algoritma
merge(a,, ny,a,, N,)

* O(ny) + O(ny) = O(ny +ny)



Sortiranje objedinjavanjem

Rekurzivni algoritam
Dodatno objasnjenje koraka 2

Korak 2: Sortirati (rekurzivno) obe polovine
nezavisno

Kako sortirati niz rekurzivno pomocu koraka 1

(deljenje)?

Odgovor proistiCe iz Cinjenice — niz duzine 1 je po

definiciji sortiran niz!

 Prematome, korak 1 rekurzivno nastavljamo do
god ne dodemo do nizova duzine 1

* Nakon toga, vrsimo postupak objedinjavanja




Sortiranje objedinjavanjem
« Rekurzivni algoritam
» Izvrsavanje — stablo izvrsavanja:

[ 17 31 3 43 11 24 8 |

/ \A
[17 31 3 43 ] [11 24 8]
vy ™ g g
[17 31 ] [3 43 ] [11 24 ] [ 8]
£ i e iy
[ 17 ] [?] [3]\[43] L11] [24 ]
[17 31 ] [3 43 ] [11 24 ]
e e
[3 17 31 43 ] [8 11 2417



Sortiranje objedinjavanjem

« Rekurzivni algoritam

// Ulaz: niz a, njegov broj elemenata n
// Izlaz: sortiran niz a
algorithm merge-sort(a, n)

if (n == 1) then // bazni slucaj
return a;
else // opsti slucaj
for i = 1 to n/2 do al[i] = a[i];
for 1i 1 to n/2 do a2[i] = a[n/2+1i];

al merge-sort(al,n/2);
az = MEPEE—SDPt{EZJHKE);

a = MEPEE(alJnjzjaanjz);

return a;



Analiza algoritma

* Analizu vremena izvrsavanja algoritma
mozemo izvrSiti na dva nacina:

1.Koris¢enjem rekurentne jednacine

2. Neformalni nacin koji proistiCe iz same analize
postupka



Analiza algoritma

Analiza koriS¢enjem rekurentne jednacine

Vreme izvrsavanja algoritma merge-sort(a, n):

c,. akojen=1
T(}'“?)=~< + |
k_27(?’?/2)+€f?+03?’?j ako jen>1

Resenje: T(n) = O(nlog,n)
Zasto?



P

Analiza algoritma

Analiza koriS¢enjem rekurentne jednacine
Vreme izvrSavanja algoritma merge-sort(a, n):
// Ulaz: niz a, njegov broj elemenata n
// Izlaz: sortiran niz a
+ ~algorithm merge-sort(a, n)
" ako e n=1
‘ if (n == 1) then // bazni slucaj

T{septep akojensl ) reewen =

else // opsti slucaj
for i = 1 to n/2 do al[i] = a[i];
for i = 1 to n/2 do a2[i] = a[n/2+i];
al = merge-sort(al,n/2);

a2 = merge-sort(a2,n/2);
a = merge(al,n/2,a2,n/2);

return a;



Analiza algoritma

Analiza koriscenjem rekurentne jednacine

Vreme izvrsavanja algoritma merge-sort(a, n):
Objediniti konstante
Neka je ¢ = max(c,, C,+C,)

C. ako je n=1

T | m— ~
(1) t27(;g/2)+m?,ﬁ akoje n>1




Analiza algoritma

« Analiza korisCenjem rekurentne jednacine
T(n) =2T(n/2) +cn
= 2(2T(n/4) + cn/2) + cn = 4T(n/4)+2cn
= 4(2T(n/8) + cn/4: +2cn = 8T(i1/8)-|-30n

' i ) + | . _ .
— n-T(1) + logn CTIZ T(n/2") +icn (i =broj nivoa)
Iz poCetnog uslova T(1) = ¢
zan/2'=1iz ¢ega sledi da je
:O(nlogn) n=2"1ii=logn

=cn+logn-cn



Analiza algoritma

Neformalna analiza

Moze se na jednostavan nacin pokazati da je
vremenska slozenost ovog algoritma jednaka
O(nlog,n)

Pretpostavimo da je velicina niza potencija broja
2,1.n=2m

Posto se pri svakom rekurzivnom pozivu niz deli

na dva podniza, sve do duzinel - proizlazi da je
broj nivoa deljenja niza jednak log,n




Analiza algoritma

Neformalna analiza
Sta se desava na k-tom nivou?

Na k-tom nivou niz je podeljen na 2X
podnizova duZine n/2%

Objedinjavanje sortiranih nizova na k-tom
nivou ima slozenost 2« - O(n/2<) = O(n)

A posto ima log,n nivoa, proizlazi da je ukupna
slozenost jednaka O(nlog,n)




Sortiranje razdvajanjem

Sortiranje razdvajanjem (quick-sort)
i “brzo” sortiranje
RecC je opet o rekurzivnom algoritmu

Jedan je od najcesce koris¢enih metoda u
praksi

Mada u najgorem slucaju nije bolji od
kvadratnih algoritama za sortiranje — u
prakticnim primenama se pokazao kao vrlo
efikasan, odatle je i dobio ime “brzi” metod
sortiranja




Sortiranje razdvajanjem

e Sortiranje razdvajanjem (quick-sort)
- |deja (dva koraka)

1.Podeliti niz na dva dela, tako da su svi element
prvog dela manji od svih elemenata drugog dela

2.Sortirati (rekurzivno) prvi 1 drugi deo niza
nezavisno




Sortiranje razdvajanjem

e Sortiranje razdvajanjem (quick-sort)

- |deja (dva koraka)

1.1zabrati element niza p (pivot) | preurediti niz
tako da p zauzima svoje pravo mesto u
sortiranom nizu

1 k k+1 h

[(TT=17]

il il

ai=p aij>p

2.Sortirati (rekurzivno) delove niza levo 1 desno
od p nezavisno




Sortiranje razdvajanjem

e Sortiranje razdvajanjem (quick-sort)
* ldeja (konkretnije)




Sortiranje razdvajanjem

Izbor dobrog pivota je kljucni korak u algoritmu

Cilj prilikom izbora — velicine oblasti sa obe
strane pivota otprilike podjednake

Na taj nacCin se dolazi do efikasnog sortiranja

Element koji se nalazi na sredini sortiranog niza
naziva se medijana

Nalazenje medijane nije jednostavan postupak

Pivot se obiCno bira na jednostavan nacin — u
nadi da je izabrani element blizu medijane




Sortiranje razdvajanjem

* |zbor pivota:
— Prvi element niza
— Poslednji element niza
— Srednji element niza
— Slucajni element niza

* Analiziramo sluCaj razdvajanja niza kada se bira
njegov prvi element za pivota



Sortiranje razdvajanjem

« Razdvajanja niza kada se bira njegov prvi element
Za pivota

* Pretpostavimo da zelimo da podelimo podniz
a, ..., a,gdeje 1SIsr<sninekaje pivot p = a

1.0d levog kraja, preskocCiti sve elemente s p
2.0d desnog kraja, preskociti sve elemente > p
. >plasp = swap(a,a)

{?‘P‘ | ‘ ‘ | ‘ |



Sortiranje razdvajanjem

Algoritam

// Ulaz: podniz niza a ogranicen indeksima od | do r
// Izlaz: preureden podniz 1 indeks u kome se nalazi pivot
algorithm partition(a, 1, r)

// Pretpostavlja se da je @41 = +00
p = a[l]; \
i=1+1; j=r; Tehnicki problem koji smo
while (1 < j) do ignorisali!
while (a[i] <= p) do i = i + 1; Staako je pivot najveci
while (a[j] > p) doj =3 - T element u podnizu?
swap(ali],a[j]);
swap(a[l],a[j]);

Vraéa indeks tog pivota u preiredenom
return j; < nizu!




Sortiranje razdvajanjem

 Algoritam

// Ulaz: podniz niza & ogranicen indeksima od | do r
// Izlaz: sortiran podniz
algorithm quick-sort(a, 1, r)

if (1 < 1) then
k = partition(a,l,r);
quick-sort(a,l,k-1);
quick-sort(a,k+1,r);

return a,

Napomena: Ako zelimo da sortiramo ceo niz, poziv je quick-sort(a, 1, n)




Analiza algoritma

1) Analiza vremenske slozenosti algoritma
partition (a, 1, n)

T(n) = O(n)



Analiza algoritma

2) Analiza vremenske slozenosti algoritma
guick-sort(a, 1, n)

0(1), n=1

kT(k—1)+T(n—k)+O(n), n>1

// Ulaz: podniz niza @ ogranicen indeksima od | do I

// Izlaz: sortiran podniz
algorithm quick-sort(a, 1, r)

T(n):<

if (1 <) then
k = partition(a,l,r);
quick-sort(a,l,k-1);
quick-sort(a,k+1,r);

return a,



Analiza algoritma

ReSenje za quick-sort(a, 1, n)?

Najbolji slucaj: k = n/2
T(n) =2T(n/2) + cn
— T(n) = O(n log n)
Najgorislucaj. k =1iik=n-1
T(n)=T(n-1) + T(1) + cn = T(n-1) + cn
= T(n) = 0O(n?)

U praksi: T(n) = O(n log n)




